Stochastische Formeln Ac 2013-2021

1. Permutationen

Die Fakultiit n! ( sprich: n Fakultit ) ist so definiert:
n!'=1.2-3-...-(n—-1)-n, wobei 0!=1

Die Fakultét gibt die Anzahl der moglichen Permutationen (Vertauschungen) von n Elementen an.

Beispiel: Die 3 Buchstaben a b ¢ konnen auf 3! = 6 verschiedene Arten angeordnet werden, ndmlich
abc acb bac bca cab cba

Rechenbeispiele:

10 ! =3628800
25 1=15511210043330985984000000

69! =1711224524281413113724683388812728390922705448935203693936480409232572797541406
47424000000000000000 ~ 1,7112245242- 10 ; dies kann ein TR gerade noch ausrechnen !

200 ! =788657867364790503552363213932185062295135977687173263294742533244359449963403

3429203042840119846239041772121389196388302576427902426371050619266249528299311134628
5727076331723739698894392244562145166424025403329186413122742829485327752424240757390
3240321257405579568660226031904170324062351700858796178922222789623703897374720000000

000000000000000000000000000000000000000000 = 7,8865786736- 10°7

2. Kombinationen ohne Wiederholung

Der Binomialkoeffizient ,,n {iber k* ist fiir n > k so definiert:

n ! ‘(n=1)-(n=2)-...-(n—(k=2))-(n— (k-1 kn+l-i
an:[kj O DO Gol) i

"~k (n—k)! 1.2 (k=2)-(k=1)-k

Der Binomialkoeffizient gibt die Anzahl der Moglichkeiten an, k Elemente aus insgesamt n zu ziehen;
ohne Zuriicklegen, ungeordnet, d.h. Reihenfolge ist unwichtig.

Beispiel: Lotto 6 aus 49 ;
es gibt 49 iiber 6 = 13 983 816 verschiedene Moglichkeiten fiir die 6 gezogenen Kugeln.

Rechenbeispiele:

nCk(10;5) =252
nCk(36;7) = 8347680
nCk(100;50) = 100891344545564193334812497256

nCk(200;100) = 90548514656103281165404177077484163874504589675413336841320 =

9,0548514656-10°°
nCk(336;168) = 608871758629395842091996558286284085793287607058306894675291388425360

1825766708971967140661846856600 ~ 6,0887175862" 10”° ; kann ein TR gerade noch ausrechnen !



3. Kombinationen mit Wiederholung

Kombinationen n, k

k) kl-(n-1)!

{n+k—1}_ (n+k—1)!

Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus insgesamt n zu ziehen;
mit Zuriicklegen, ungeordnet, d.h. Reihenfolge ist unwichtig.

Beispiel: Aus 6 Wiirfeln sollen 2 ausgewihlt werden;
dafiir gibt es 6+2-1 tliber 2 = 21 verschiedene Mdglichkeiten.

4. Variationen ohne Wiederholung

nPk = =n-(n=1)-(n=2) ... -(n—(k=1)); k<n:k,neN

n!
(n—k)!

Variationen n, k ohne Wiederholung

Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus insgesamt n zu ziehen;
ohne Zuriicklegen, geordnet, d.h. Reihenfolge ist wichtig.

Beispiel: bertiicksichtigt man bei 6 aus 49 auch die Reihenfolge,
so gibt es 49 nPk 6 = 10 068 347 520 verschiedene Mdglichkeiten.

5. Variationen mit Wiederholung

0" = nonene . on (k—mal) ; neN ,keN Variationen n, k mit Wiederholung

Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus insgesamt n zu ziehen;
mit Zuriicklegen, geordnet, d.h. Reihenfolge ist wichtig.

Beispiel: Mit 8 Bits = 1 Byte hat man 2 Elemente (0 bzw. 1), die aus je 8 ausgewihlt werden;
dafiir gibt es 2° = 256 Moglichkeiten.



6. Diskrete Verteilungen

n . ) ) )
B(n;p;k):{ k} : pk {(1-p) k ; k<n;k,neN; pe[0;1] Binomialverteilung

Erwartungswert yu=n-p Standardabweichung o =./n-p-(1-p)

B(n;p;k) gibt die Wahrscheinlichkeit an, bei einem n-stufigen Zufallsversuch mit 2 Ausgingen
(Erfolgswahrsch. p und Misserfolgswahrsch. 1-p ) auf jeder Stufe k Erfolge zu erzielen.

Beispiel: Beim Biathlon hat ein Athlet eine Trefferwahrscheinlichkeit von 85%;
bei 10 Schiissen ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Treffer B(10; 0,85, k)
Fiir genau 10 Treffer: B(10; 0,85, 10) = 0,197 = 19,7%
Fiir mindestens 8 Treffer: P(X > 8) =B(10; 0,85, 8) + B(10; 0,85, 9) + B(10; 0,85, 10) = 0,92 =92%

A P(x=k) o )
0,4+ Binomialverteilung: n=10 p=0,85 |P(X=8)=0,276
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PHypGeo (N;M;n;k) = \kJAnok) ; 0<k<n; k<M;n—k<N-M Hypergeom. Verteilung

2 |

M . M
Erwartungswert u=n-— Standardabweichung o = \/ n-—-(1-—)-
N N N N-1

PHypGeo(N;M;n;k) gibt die Wahrscheinlichkeit an, bei einem n-stufigen Zufallsversuch mit
N Elementen mit 2 Ausprigungen M und N-M , k-mal M zu ziehen (ohne Zurticklegen) .

Beispiel: In einem Topf liegen 30 rote und 20 schwarze Kugeln; 10 Kugeln werden mit einem Griff
gezogen; wie hoch ist die Wahrsch. , dass hochstens 6 rote dabei sind ?
Losung: M=30 N=50 n=10 k=6; P(X <6)=0,635

A Px=k) Hypergeometr. V.. n=10 N=50 M=30 P(X=6)=0,28
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k
P, . (Lk)= %-e_/1 :keN; 1>0 Poisson-Verteilung

Poiss

Erwartungswert u=A=n-p; (n>120; p<0,08)  Standardabweichung o =2

Die Poisson-Verteilung Ppoiss(A;k) ist eine Ndherungsformel fiir die Binomialverteilung bei groem n
und kleinemp (n>120 p< 0,08), also bei sehr seltenen Ereignissen .

Beispiel: Bei 800 Menschen treten im Schnitt 2 drztliche Notfille auf.
Wie grof3 ist die W. von hochstens 3 Notféllen ?
Losung: n=800 p=2/800, also p=A=8002/800=2;
P(X <3)=P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) + P(X=3) = 0,857

0,3 4 poxcig Puissiunverteilung: =300 i=p=2 p=2/800 P(X=4)=0857
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Poeo (P3K)= p-(1- p)k_l . pe[0:1]: keN  Geometrische Verteilung

1 . 1-
Erwartungswert u=—  Standardabweichung o= —zp

p p

Die Geometrische Verteilung Pgeo(p;k) gibt die Wahrsch. fiir einen Erfolg bei Vorgingen an, die mit
der Zeit t immer unwahrscheinlicher werden .

Beispiel: In einem Jahr versagen 1/10 der Bauteile einer Bauserie.
Wie viel % der Bauteile halten ldnger als 3 Jahre ?
Losung: p=0,1 und somit P(X>3)=1-P(X<3)=1-0,271=0,729=72,9 %
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7. Stetige Verteilungen

Hier werden sogenannte Dichtefunktionen ( Wahrscheinlichkeitsverteilungen ) angegeben.

—u .2
(&) " .
e © % . iueR;oceR, Dichte der Normalverteilung

|
N —

1
)= _
gDﬂ’U() o N2

fiir p = 0 und Standardabweichung o =1 ergibt sich die sog. Standard-Normalverteilung

Die Normalverteilung ist eine Niherungsformel fiir die Binomialverteilung fiir sehr grof3e n .

Dichte der Standard-Normalverteilung Dichte der Normalverteilung (3.

0. “I i:pl];l

Die Wahrscheinlichkeit der Normalverteilung wird iiber Flacheninhalte zwischen Graph und t-Achse
bestimmt ( entweder per Integration oder mithilfe vorhandener Tabellen ):

Wabhrscheinlichkeitsfunktion der Normalverteilung ( es gibt hierfiir keine Stammfunktion ! )
1 t=u2
1 T 20
o X)=—F——-| e
o (X)= ——— _L

fir u =0und o =1 ergibt sich die sog. Gaullsche Integralfunktion

*
dt ; x,t,ueR; celR,

P(X= |
§ pox=x) Normalverteilung: J=105000 o = 10000 ;
P(X=105000) = 3,989-10*-5 P(X>120000)=6,7% |
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Beispiel (zur obigen Grafik) :

Die Lebensdauer X (in km) eines Automotors sei normalverteilt mit p = 105000km und ¢ = 10000km.

a) Bei wie viel % der Motoren iibersteigt die Lebensdauer 120000km ?
Losung: P(X > 120000)=1-P(X <120000) =1 - ®(120000, 105000, 10000) =1 - 0,933 =6,7% .

b) 15% der Motoren sind nach einer bestimmten Zeit defekt.
Wie viele km haben diese Motoren hochstens durchgehalten ?
Losung: P(X <x)=15% . x =inverse N.(0.15, 105000, 10000) = 94635,7 . Also x = 94635 km !

fep (B = Ae M : 1>0; A>0  Dichte der Exponentialverteilung
Erwartungswert u =/1L Standardabweichung o :/%

Wahrscheinlichkeitsfunktion der Exponentialverteilung:

Fpyp ()= jl-e_ [ ;x>0
0

Die Exponentialverteilung sucht nach einem Erfolg bei Vorgéngen, die mit der Zeit t immer
unwahrscheinlicher werden (vergleiche Geom.V. ! ).

A Pix=t)
0,0045

Exponentialverteilung: i = 0,004
P(X = 300) = 69,9%
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Beispiel (zur obigen Grafik) :

Die Lebensdauer einer Gliihlampe gentigt der Gleichung f(t) = 0,004 -e”(-0,004t) ; t in Stunden .
Wie viel % der Gliihlampen brennen weniger als 300 Stunden ?

Losung: P(t < 300) = Integral(f(t), t, 0, 300) = [-e"(-0,0041)] 0..300 = -e*(-0,004 - 300)+¢"(-0,004 - 0) =
0,699 = 69,9%



